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基于输入时延的线性连续时不变系统
量化分析与控制∗

陈　 俊ꎬ陈海飞ꎬ高金凤∗
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摘要:针对网络控制系统中同时存在的网络诱导时延和量化误差问题ꎬ对系统的建模、稳定性分析、控制器设计等 ３ 个方面进行了

研究ꎮ 基于数量化反馈控制器和零阶保持器的工作机制ꎬ利用了扇形界方法ꎬ将系统建模为带有输入时延的时滞系统ꎮ 其中ꎬ在网

络控制系统的传感器到控制器通道(Ｓ￣Ｃ)和控制器到执行器通道(Ｃ￣Ａ)分别加入了对数量化器ꎬ用来量化系统的状态信号和控制

输入信号ꎮ 运用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 理论提出了一种 Ｌｙａｐｕｎｏｖ￣Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函方法ꎬ并得到了相应的稳定性判据ꎬ该判据是以两个线性矩阵不

等式(ＬＭＩｓ)来表示的ꎮ 基于该稳定性判据ꎬ设计了量化状态反馈控制器使得闭环系统渐近稳定ꎮ 研究结果表明:两个量化器的量

化密度直接影响系统的控制性能ꎮ
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０　 引　 言

网络控制系统是一种将空间分布的多个系统元件

如:传感器、执行器、控制器等控制节点通过数字通信网

络连接的闭环反馈控制系统[１]ꎮ 由于控制系统回路中

通信网络的介入ꎬ不可避免地将网络其本身带宽有限等

特性引入到控制系统中ꎬ必须设计出先进的控制策略ꎮ
针对时延和丢包控制问题ꎬＬＩ 等[２] 提出了一种改

进的依赖时延上界和丢包上界的稳定性判据ꎻＸＩＥ



等[３]将通信受限的 ＮＣＳｓ 建模成具有输入时延的离散

时间切换系统ꎬ通过求解一组线性矩阵不等式(ＬＭＩｓ)
获得了系统的稳定性条件ꎻＺＨＡＮＧ 等[４] 基于 Ｍａｒｋｏｖ
建模方法ꎬ将传感器到控制器和控制器到执行器的两

段传输时延分别建模成两个 Ｍａｒｋｏｖ 链ꎬ并分析了闭环

系统的随机稳定性ꎮ 与此同时ꎬＺｈａｎｇ 等[５] 考虑了一

类时变时延小于一个采样周期的 ＮＣＳｓꎬ进而将系统描

述成离散时间切换系统ꎬ设计了相应的 Ｈ∞ 控制器使

系统达到指数均方稳定和指定的 Ｈ∞ 性能ꎬ并建立了

时延长度ꎬ时延变化频率和闭环系统性能的关系ꎮ
另一方面ꎬ在接收端恢复出信号与原信号有一定

的误差ꎮ 早期 ＥＬＩＡ 等[６]指出在单输入单输出的离散

线性时不变系统中ꎬ对数量化器是最粗糙的量化器ꎬ得
到了系统稳定的最小量化密度跟系统自身的不稳定极

点有关、ＱＵ 等[７] 研究了离散线性无线网络控制系统

的稳定性ꎬ基于 Ｍａｒｋｏｖ 跳变系统ꎬ将系统稳定性转化

为一个等价的不确定系统的鲁棒稳定性问题ꎻＪＩＡＮＧ
等[８]同时考虑了网络诱导时延ꎬ数据包任意丢失ꎬ量
化的影响ꎬ基于已知的丢包概率ꎬ时延的上下界和量化

密度ꎬ设计了统一的控制率ꎮ 以上文献都是考虑了传

感器对被控对象采样的状态信息传输到控制器端的量

化情况ꎬ而在实际系统中ꎬ控制器的输出信号在送到执

行器端前也同样需要量化ꎮ
本研究将对系统建模、稳定性分析及控制器设计

３ 个方面进行研究ꎮ

１　 系统建模

考虑被控对象为线性时不变系统ꎬ其状态方程如下:
ｘ̇( ｔ) ＝ Ａｘ( ｔ) ＋ Βｕ( ｔ)
ｙ( ｔ) ＝ Ｃｘ( ｔ){ (１)

式中:ｘ( ｔ)— 被控系统的状态向量 ｘ( ｔ) ∈ Ｒｎꎻｕ( ｔ)—
控制输入ꎬｕ( ｔ) ∈Ｒｐꎻｙ( ｔ)—被控输出ꎬｙ( ｔ) ∈ＲｒꎻＡꎬ
ＢꎬＣ— 具有适当维数的常数矩阵ꎮ

具有时延和量化的网络控制系统的结构如图 １
所示ꎮ

图 １　 具有时延和量化的网络控制系统的结构

为了不失一般性ꎬ对 ＮＣＳｓ 作如下假设:
假设１:网络时延在两个通道中都存在ꎬ用 ｕ(ｔ ＋) ＝

Κｘ( ｔ － τｓｃ(ｋ)) 表示传感器到控制器时延ꎬ用 ｕ( ｔ ＋) ＝
Κｘ( ｔ － τｓｃ(ｋ)) 表示控制器到执行器时延ꎬ两部分的

总时延用 ｕ( ｔ ＋) ＝ Κｘ( ｔ － τｓｃ(ｋ)) 表示ꎬ即 ｕ( ｔ ＋ ) ＝
Κｘ( ｔ － τｓｃ(ｋ))ꎮｕ( ｔ ＋) ＝ Κｘ( ｔ － τｓｃ(ｋ)) 是有界的ꎬ即
ηｍ ≤ τ(ｋ) ≤ ηＭꎬｕ( ｔ ＋) ＝ Κｘ( ｔ － τｓｃ(ｋ))ꎮ

假设 ２:数据在每个采样周期内以单包的形式传

输ꎮ传感器是时钟驱动ꎬ而控制器和执行器都是事件

驱动ꎮ
假定被控系统的状态都是可观测的ꎬ则可以使用

闭环状态反馈控制器:
ｕ( ｔ ＋) ＝ Κｘ( ｔ － τｓｃ(ｋ))ꎬｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺 (２)

式中:Κ— 状态反馈增益ꎮ
由于通信网络中存在网络诱导时延和数据包丢失

的问题ꎬ将式(２) 代入式(１) 中得到:
ｘ̇( ｔ) ＝ Αｘ( ｔ) ＋ ΒΚｘ( ｉｋｈ)
ｙ( ｔ) ＝ Ｃｘ( ｔ){ (３)

式中:ｔ ∈ [ ｉｋｈ ＋ τ(ｋ)ꎬｉｋ＋１ｈ ＋ τ(ｋ ＋ １)]ꎻｈ— 采样周

期ꎻｘ( ｉｋｈ)— 系统状态 ｘ( ｔ) 在采样时刻 ｉｋｈ 经传感器

检测出的信号ꎮ
由于零阶保持器(ＺＯＨ) 的工作机制[９] ꎬｕ( ｉｋｈ)

在采样时刻 ｉｋｈ 总是接收最新的控制信号以保证系

统的实时性ꎬ又因为 ｘ( ｉｋｈ) ＝ ｘ( ｔ － ( ｔ － ｉｋｈ))ꎬ令
η( ｔ) ＝ ｔ － ｉｋｈꎬ其中ꎬｔ ∈ [ ｉｋｈ ＋ τ(ｋ)ꎬｉｋ＋１ｈ ＋ τ(ｋ ＋
１)]ꎬ根据假设１可知ꎬηｍ ≤( ｉｋ＋１ｈ － ｉｋｈ) ＋ τ(ｋ ＋ １) ≤
ηＭꎬ所以η( ｔ) 也是有界的ꎬ即ηｍ ≤η( ｔ) ≤ηＭꎮ结合式

(１ ~ ３)ꎬ并用 ｔ － η( ｔ) 代替 ｉｋｈꎬ于是式(３) 可以表

示为:
ｘ̇( ｔ) ＝ Αｘ( ｔ) ＋ ΒΚｘ( ｔ － η( ｔ)) (４)

其中:ｔ ∈ [ ｉｋｈ ＋ τ(ｋ)ꎬｉｋ＋１ｈ ＋ τ(ｋ ＋ １)]ꎬηｍ ≤
η( ｔ) ≤ ηＭꎮ

考虑到前馈通道和反馈通道分别加入量化器后ꎬ
量化器 ｇ(􀅰) 和 ｆ(􀅰) 分别量化状态信号和控制信号ꎬ
量化器与其两端的输入输出关系描述如下:

ｖ( ｔ) ＝ Κｇ(ｘ( ｉｋｈ)) (５)
ｕ( ｔ) ＝ ｆ(ｖ( ｔ)) (６)

量化器 ｆ(􀅰) 和 ｇ(􀅰) 定义为:
ｆ(ｖ) ＝ [ ｆ１(ｖ１)ꎬｆ２(ｖ２)ꎬ􀆺ꎬｆｐ(ｖｐ)] Ｔ (７)

ｇ(ｘ) ＝ [ｇ１(ｘ１)ꎬｇ２(ｘ２)ꎬ􀆺ꎬｇｎ(ｘｎ)] Ｔ (８)
其中:ｆｉ(􀅰) 和 ｇ ｊ(􀅰)( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｐꎻｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ

ｎ) 是对称的ꎬ 即 ｆｉ( － ｖｉ) ＝ － ｆｉ(ｖｉ) 和 ｇ ｊ( － ｘ ｊ) ＝
－ ｇ ｊ(ｘ ｊ)ꎬ本文选取 ｆｉ(􀅰) 和 ｇ ｊ(􀅰) 为对数量化器ꎮ

定义１[１０]:一个量化器被称为对数量化器ꎬ它的量

化级数的集合为:
Ｕ ＝ { ± ｕｉ:ｕｉ ＝ ρｉｕ０ꎬｉ ＝ ± １ꎬ ± ２ꎬ􀆺} ∪

{ ± ｕ０} ∪ {０}ꎬ０ < ρ < １ꎬｕ０ > ０ (９)

􀅰０９􀅰 机　 　 电　 　 工　 　 程 第 ３５ 卷



映射关系 ｆ(ｖ) ＝
ｕｉꎬ　 ｉｆ ｖ > ０ꎬ １

１ ＋δｕｉ < ｖ≤ １
１ －δｕｉ

０ꎬ　 ｉｆ ｖ ＝ ０
－ ｆ(－ｖ)ꎬ　 ｉｆ ｖ < ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

ꎬ

定义为:

ｆ(ｖ) ＝
ｕｉꎬ　 ｉｆ ｖ > ０ꎬ １

１ ＋ δｕｉ < ｖ ≤ １
１ － δｕｉ

０ꎬ　 ｉｆ ｖ ＝ ０
－ ｆ( － ｖ)ꎬ　 ｉｆ ｖ < ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１０)
其中:

δ ＝ １ － ρ
１ ＋ ρ (１１)

定义 ２:用 ＃ｇ[ε] 表示在区间 εꎬ １
ε[ ]中量化级数ꎬ

量化器 ｆ(􀅰) 的密度定义为:

ηｆ ＝ ｌｉｍ
ε→０

ｓｕｐ ＃ｇ[ε]
－ ｌｎε (１２)

利用扇形界方法可将 ｆｉ(􀅰) 和 ｇ ｊ(􀅰) 表示为[１１]:
ｆｉ(ｖｉ) ＝ (１ ＋ Δｆｉ(ｖｉ))ｖｉꎬ ｜ Δｆｉ(ｖｉ) ｜ ≤ δｆｉ (１３)
ｇ ｊ(ｘ ｊ) ＝ (１ ＋ Δｇ ｊ(ｘ ｊ))ｘ ｊꎬ ｜ Δｇ ｊ(ｘ ｊ) ｜ ≤ δｇ ｊ(１４)
于是量化器 ｆｉ(􀅰) 和 ｇ ｊ(􀅰) 可以表示为:

ｆ(ｖ) ＝ (Ι ＋ Δｆ)ｖ (１５)
ｇ(ｘ) ＝ (Ι ＋ Δｇ)ｘ (１６)

其中:令 Δｆ ＝ Δｆ ｉꎬΔｇ ＝ Δｇ ｊꎬΙ 为适当维数的单位

阵ꎮ根据式(１ ~ ４ꎬ１５ － １６) 得到系统的控制输入为:
ｕ( ｔ) ＝ (Ι ＋ Δｆ)Κ(Ι ＋ Δｇ)ｘ( ｉｋｈ) ＝

(Κ ＋ Δ(Κ))ｘ( ｉｋｈ) (１７)
其中ꎬΔ(Κ) ＝ ΔｆΚ ＋ ΚΔｇ ＋ ΔｆΚΔｇꎮ结合式(４)

和式(１７) 得到:
　 ｘ̇( ｔ) ＝ Αｘ( ｔ) ＋ Β(Κ ＋ Δ(Ｋ))ｘ( ｔ － η( ｔ)) (１８)

其中:ｔ ∈ [ ｉｋｈ ＋ τ(ｋ)ꎬｉｋ＋１ｈ ＋ τ(ｋ ＋ １)]ꎮ
引理 １[１２]:对于给定的适当维数的对称正定矩阵

Ｗ ＝ ＷＴꎬＷ∈Ｒｎ×ｎ 和标量 γ > ０ꎬ向量函数 ｘ̇:[ － γꎬ０]
→ Ｒｎꎬ有下面的不等式成立:

－ γ ∫０
－γ
ｘ̇Ｔ( ｔ ＋ θ)Ｗｘ̇( ｔ ＋ θ)ｄθ ≤

　 [ｘＴ( ｔ)　 ｘＴ( ｔ － γ)] － Ｗ Ｗ
Ｗ － Ｗ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ( ｔ)
ｘ( ｔ － γ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ (１９)

引理２[１２]:对于给定的具有适当维数的矩阵Ω１ꎬΩ２

和 Ψꎬσ(ｔ) 是关于 ｔ 的函数ꎬ且满足 ０ ≤ σｍ ≤ σ(ｔ) ≤
σＭꎬ则:(σ( ｔ) － σｍ)Ω１ ＋ (σＭ － σ( ｔ))Ω２ ＋ Ψ < ０ 成

立当且仅当:(σＭ － σｍ)Ω１ ＋ Ψ < ０ꎬ(σＭ － σｍ)Ω２ ＋
Ψ < ０ꎮ

引理 ３[１３]:对于给定的适当维数的实矩阵 ＤꎬＥ 和

Ｆ且满足‖Ｆ‖≤１ꎬ则对任意给定的变量 ε > ０ꎬ有下

面的不等式成立:

ＤＥＦ ＋ ＥＴＦＴＤＴ ≤ ε －１ＤＤＴ ＋ εＥＴＥ (２０)

２　 稳定性分析

定理 １ 给出了其渐近稳定的一个判据ꎬ为接下来

的控制器设计提供了理论基础ꎮ
定理１:给定状态反馈增益矩阵Κ和标量常数 ηｍꎬ

ηＭꎬ如果存在适当维数的对称正定矩阵 Ｐ > ０ꎬＴ ｉ > ０ꎬ
Ｍｉ > ０( ｉ ＝ １ꎬ２) 和普通矩阵 ＳꎬＮ 满足式(２１ ~ ２２)ꎬ
则闭环控制系统(１８) 是渐近稳定的ꎮ

Ω ＋ Ｗ１ ＋ ＷＴ
１ ∗

(ηＭ － ηｍ)
１
２ ＳＴ － Ｍ２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ < ０ (２１)

Ω ＋ Ｗ１ ＋ ＷＴ
１ ∗

(ηＭ － ηｍ)
１
２ ＮＴ － Ｍ２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ < ０ (２２)

其中:

Ω ＝

Ξ１ ∗ ∗ ∗ ∗
Ｍ１ － Ｍ１ － Ｔ１ ∗ ∗ ∗
Ξ５ ０ Ξ２ ∗ ∗
０ ０ ０ － Ｔ２ ∗
Ξ６ ０ Ξ４ ０ Ξ３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

Ｗ１ ＝ [０　 Ｓ　 － Ｓ ＋ Ｎ　 － Ｎ　 ０]
Ξ１ ＝ Ｚ１Ａ ＋ ＡＴＺＴ

１ ＋ Ｔ１ ＋ Ｔ２ － Ｍ１

Ξ２ ＝ Ｚ２Ｂ[Κ ＋ Δ(Ｋ)] ＋ [Κ ＋ Δ(Ｋ)] ＴＢＴＺＴ
２

Ξ３ ＝ － Ｚ３ － ＺＴ
３ ＋ η２

ｍＭ１ ＋ (ηＭ － ηｍ)Ｍ２

Ξ４ ＝ － ＺＴ
２ ＋ Ｚ３Ｂ[Κ ＋ Δ(Ｋ)]

Ξ５ ＝ [Κ ＋ Δ(Ｋ)] ＴＢＴＺＴ
１ ＋ Ｚ２Ａ

Ξ６ ＝ Ｐ － ＺＴ
１ ＋ Ｚ３Ａ

证明:选取的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ￣Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函形式:
Ｖ( ｔ) ＝ Ｖ１( ｔ) ＋ Ｖ２( ｔ) ＋ Ｖ３( ｔ)

其中:
Ｖ１( ｔ) ＝ ｘＴ( ｔ)Ｐｘ( ｔ)

Ｖ２( ｔ) ＝ ∫ｔ
ｔ －ηｍ

ｘＴ( ｓ)Ｔ１ｘ( ｓ)ｄｓ ＋

∫ｔ
ｔ －ηＭ

ｘＴ( ｓ)Ｔ２ｘ( ｓ)ｄｓ

Ｖ３( ｔ) ＝ ηｍ ∫ｔ
ｔ －ηｍ
∫ｔ
ｓ
ｘ̇Ｔ(θ)Ｍ１ ｘ̇(θ)ｄθｄｓ ＋

∫ｔ
ｔ －ηＭ

ｘＴ( ｓ)Ｔ２ｘ( ｓ)ｄｓ

分别对 Ｖ̇１( ｔ) ＝ ｘ̇Ｔ( ｔ)Ｐｘ( ｔ) ＋ ｘＴ( ｔ)Ｐｘ̇( ｔ) ＝
２ｘ̇Ｔ( ｔ)Ｐｘ( ｔ)ꎬＶ̇１( ｔ) ＝ ｘ̇Ｔ( ｔ)Ｐｘ( ｔ) ＋ ｘＴ( ｔ)Ｐｘ̇( ｔ) ＝
２ｘ̇Ｔ( ｔ)Ｐｘ( ｔ)ꎬＶ̇１( ｔ) ＝ ｘ̇Ｔ( ｔ)Ｐｘ( ｔ) ＋ ｘＴ( ｔ)Ｐｘ̇( ｔ) ＝
２ｘ̇Ｔ( ｔ)Ｐｘ( ｔ) 求时间导数:

Ｖ̇１(ｔ) ＝ ｘ̇Ｔ(ｔ)Ｐｘ(ｔ) ＋ ｘＴ(ｔ)Ｐｘ̇(ｔ) ＝ ２ｘ̇Ｔ(ｔ)Ｐｘ(ｔ)
Ｖ̇２( ｔ) ＝ ｘＴ( ｔ)Ｔ１ｘ( ｔ) － ｘＴ( ｔ － ηｍ)Ｔ１ｘ( ｔ － ηｍ) ＋
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ｘＴ( ｔ)Ｔ２ｘ( ｔ) － ｘＴ( ｔ － ηＭ)Ｔ２ｘ( ｔ － ηＭ)
Ｖ̇３(ｔ) ＝ η２

ｍ ｘ̇Ｔ(ｔ)Ｍ１ ｘ̇( ｔ) ＋ (ηＭ － ηｍ) ｘ̇Ｔ( ｔ)Ｍ２ ｘ̇( ｔ) －

ηｍ ∫ｔ
ｔ－ηｍ

ｘ̇Ｔ(ｓ)Ｍ１ ｘ̇(ｓ)ｄｓ － ∫ｔ－ηｍ
ｔ－ηＭ

ｘ̇Ｔ(ｓ)Ｍ２ ｘ̇(ｓ)ｄｓ ＋

２φＴ( ｔ)Ｓ[ｘ( ｔ － ηｍ) － ｘ( ｔ － η( ｔ)) －

∫ｔ －ηｍ
ｔ －η( ｔ)

ｘ̇( ｓ)ｄｓ] ＋ ２φＴ( ｔ)Ｎ[ｘ( ｔ － η( ｔ)) －

ｘ( ｔ － ηＭ) － ∫ｔ －η( ｔ)
ｔ －ηＭ

ｘ̇( ｓ)ｄｓ]

其 中ꎬφＴ( ｔ) ＝ [ｘＴ( ｔ)　 ｘＴ( ｔ － ηｍ)　 ｘＴ( ｔ －
η( ｔ))　 ｘＴ( ｔ － ηＭ)　 ｘ̇Ｔ( ｔ)]ꎬ由此引入的矩阵 Ｓ 和 Ｎ
是适当维数的自由矩阵ꎮ由引理 １ 可得:

－ ηｍ ∫ｔ
ｔ －ηｍ

ｘ̇Ｔ( ｓ)Ｍ１ ｘ̇( ｓ)ｄｓ ≤
ｘ( ｔ)
ｘ( ｔ － ηｍ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

　
－ Ｍ１ Ｍ１

Ｍ１ － Ｍ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ( ｔ)
ｘ( ｔ － ηｍ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ (２３)

另外ꎬ其中两项:

－ ２φＴ( ｔ)Ｓ ∫ｔ －ηｍ
ｔ －η( ｔ)

ｘ̇( ｓ)ｄｓ ≤ (η( ｔ) － ηｍ)φＴ

( ｔ)ＳＭ －１
２ ＳＴφ( ｔ) ＋ ∫ｔ －ηｍ

ｔ －η( ｔ)
ｘ̇Ｔ( ｓ)Ｍ２ ｘ̇( ｓ)ｄｓ (２４)

－ ２φＴ( ｔ)Ｎ ∫ｔ －η( ｔ)
ｔ －ηＭ

ｘ̇( ｓ)ｄｓ ≤ (ηＭ － η( ｔ))φＴ

( ｔ)ＮＭ －１
２ ＮＴφ( ｔ) ＋ ∫ｔ －η( ｔ)

ｔ －ηＭ
ｘ̇Ｔ( ｓ)Ｍ２ ｘ̇( ｓ)ｄｓ (２５)

结合式(２３ ~ ２５) 可得:
Ｖ̇( ｔ) ＝ Ｖ̇１( ｔ) ＋ Ｖ̇２( ｔ) ＋ Ｖ̇３( ｔ) ≤
　 ２ｘ̇Ｔ( ｔ)Ｐｘ( ｔ) ＋ ｘＴ( ｔ)(Ｔ１ ＋ Ｔ２)ｘ( ｔ) －
　 ｘＴ( ｔ － ηｍ)Ｔ１ｘ( ｔ － ηｍ) －
　 ｘＴ( ｔ － ηＭ)Ｔ２ｘ( ｔ － ηＭ) ＋ η２

ｍ ｘ̇Ｔ( ｔ)Ｍ１ ｘ̇( ｔ) ＋
　 (ηＭ － ηｍ) ｘ̇Ｔ( ｔ)Ｍ２ ｘ̇( ｔ) －
　 (ｘ( ｔ) － ｘ( ｔ － ηｍ)) ＴＭ１(ｘ( ｔ) － ｘ( ｔ － ηｍ)) －

　 ∫ｔ －ηｍ
ｔ －ηＭ

ｘ̇Ｔ( ｓ)Ｍ２ ｘ̇( ｓ)ｄｓ ＋

　 ２φＴ( ｔ)Ｓ(ｘ( ｔ － ηｍ) － ｘ( ｔ － η( ｔ))) ＋
　 (η( ｔ) － ηｍ)φＴ( ｔ)ＳＭ －１

２ ＳＴφ( ｔ) ＋

　 ∫ｔ －ηｍ
ｔ －η( ｔ)

ｘ̇Ｔ( ｓ)Ｍ２ ｘ̇( ｓ)ｄｓ ＋

　 ２φＴ( ｔ)Ｎ(ｘ( ｔ － η( ｔ)) － ｘ( ｔ － ηＭ)) ＋
　 (ηＭ － η( ｔ))φＴ( ｔ)ＮＭ －１

２ ＮＴφ( ｔ) ＋

　 ∫ｔ －η( ｔ)
ｔ －ηＭ

ｘ̇Ｔ( ｓ)Ｍ２ ｘ̇( ｓ)ｄｓ ＝

　 φＴ( ｔ)[Ω ＋ Ｗ１ ＋ ＷＴ
１ ＋ (η( ｔ) － ηｍ)ＳＭ －１

２ ＳＴ ＋
　 (ηＭ － η( ｔ))ＮＭ －１

２ ＮＴ]φ( ｔ) (２６)
根据引理 ２ꎬ 要使得 Ω ＋ Ｗ１ ＋ ＷＴ

１ ＋ (η(ｔ) －
ηｍ)ＳＭ－１

２ ＳＴ ＋ (ηＭ － η(ｔ))ＮＭ－１
２ ＮＴ < ０满足ꎬ先令Φ ＝

Ω ＋Ｗ１ ＋ＷＴ
１ꎬ当且仅当以下两个不等式成立:Φ ＋ (ηＭ

－ ηｍ)ＳＭ －１
２ ＳＴ < ０ꎬΦ ＋ (ηＭ － ηｍ)ＮＭ －１

２ ＮＴ < ０ꎮ再利
用 Ｓｃｈｕｒ补引理可知ꎬ只要式(１９ － ２０) 成立ꎬ等价于Ω
＋ Ｗ１ ＋ ＷＴ

１ ＋ (η( ｔ) － ηｍ)ＳＭ －１
２ ＳＴ ＋ (ηＭ －

η( ｔ))ＮＭ －１
２ ＮＴ < ０ 成立ꎬ从而得到 Ｖ̇( ｔ) < ０ 也成立ꎬ

所以当 ｔ ∈ [ ｉｋｈ ＋ τ(ｋ)ꎬｉｋ＋１ｈ ＋ τ(ｋ ＋ １)] 时ꎬ闭环控
制系统(１８) 是渐近稳定的ꎮ

注释 １: 在以往许多文献中[１４]ꎬ 一般选取的
Ｌｙａｐｕｎｏｖ￣Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函中都会包含这一项ꎬ即Ｖ１(ｔ) ＝

∫ｔ
ｔ －ηＭ

∫ｔ
ｓ
ｘ̇Ｔ(θ)Ｍｘ̇(θ)ｄθｄｓꎬ 对其进行求导时ꎬ 常常将

－ ∫ｔ
ｔ －ηＭ

ｘ̇Ｔ(ｓ)Ｍｘ̇(ｓ)ｄｓ 放大到 － ∫ｔ
ｔ －η( ｔ)

ｘ̇Ｔ(ｓ)Ｍｘ̇(ｓ)ｄｓꎬ但

由于 － ∫ｔ
ｔ －η( ｔ)

ｘ̇Ｔ(ｓ)Ｍｘ̇(ｓ)ｄｓ ＝ － ∫ｔ
ｔ －ηＭ

ｘ̇Ｔ(ｓ)Ｍｘ̇(ｓ)ｄｓ ＋

∫ｔ －η( ｔ)
ｔ －ηＭ

ｘ̇Ｔ(ｓ)Ｍｘ̇(ｓ)ｄｓꎬ 其 中 一 些 有 效 的 信 息 项

∫ｔ －η( ｔ)
ｔ －ηＭ

ｘ̇Ｔ(ｓ)Ｍｘ̇(ｓ)ｄｓ 被忽略掉了ꎬ这必然会导致分析

结果的保守性ꎮ由此可见ꎬ将时变时延 η( ｔ) 放大到其
上界 ηＭ 是引起分析结果保守性的重要原因之一ꎮ在
定理 １ 的证明过程中ꎬ通过选取 Ｌｙａｐｕｎｏｖ￣Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ
泛函和引入适当维数的自由矩阵ꎬ巧妙运用矩阵函
数的凸性ꎬ这样就不需要将 η( ｔ) 放大到其上界 ηＭꎬ
而不丢掉任何有效的信息ꎮ如对时变时延项的处理
(η( ｔ) － ηｍ)ＳＭ －１

２ ＳＴ ＋ (ηＭ － η( ｔ))ＮＭ －１
２ ＮＴꎬ如果利

用之前的方法ꎬ会将其放大到(ηＭ － ηｍ)ＳＭ －１
２ ＳＴ ＋

(ηＭ － ηｍ)ＮＭ －１
２ ＮＴꎬ而在本研究中利用两个等价的

不等式来代替原来的不等式ꎬ这样就避免了放大ꎬ从
而不会丢掉任何有效的信息ꎬ减少了分析结果的保
守性ꎮ

由于 Δ(Κ) ＝ ΔｆΚ ＋ ΚΔｇ ＋ ΔｆΚΔｇ 是以非线性的
形式存在的ꎬ其中的 Δｆ 和 Δｇ 为两个不确定项ꎬΔ(Ｋ)
也是不确定的ꎬ无法直接用 Ｍａｔｌａｂ 中的 ＬＭＩ 工具箱求
解ꎬ所以本研究应用常见处理不确定项的方法ꎬ将其转
化成如下形式ꎮ定理 ２ 给出了处理不确定项 Δ(Ｋ) 的
具体过程ꎮ

定理２:给定反馈增益矩阵Κ和标量常数ηｍꎬηＭꎬ如
果存在适当维数的对称正定矩阵 Ｐ > ０ꎬＴｉ > ０ꎬＭｉ >
０( ｉ ＝ １ꎬ２) 和普通矩阵 ＳꎬＮ 以及变量 εｋ(ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ３)
满足式(２７ ~ ２８) 则闭环控制系统 (１８) 是渐近稳
定的ꎮ

Ω１１ ＋ Ｗ１ ＋ ＷＴ
１ ∗ ∗

(ηＭ － ηｍ)
１
２ ＳＴ － Ｍ２ ∗

Ω３１ ０ Ω３３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
< ０ (２７)

Ω１１ ＋ Ｗ１ ＋ ＷＴ
１ ∗ ∗

(ηＭ － ηｍ)
１
２ ＮＴ － Ｍ２ ∗

Ω３１ ０ Ω３３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
< ０ (２８)
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其中:

Ω１１ ＝

Ξ１ ∗ ∗ ∗ ∗
Ｍ１ －Ｍ１ － Ｔ１ ∗ ∗ ∗
Ξ^４ ０ Ｚ２ＢＫ ＋ ＫＴＢＴＺＴ

２ ∗ ∗
０ ０ ０ － Ｔ２ ∗
Ξ^５ ０ － ＺＴ

２ ＋ Ｚ３ＢＫ ０ Ξ３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

Ｗ１ ＝ [０　 Ｓ　 － Ｓ ＋ Ｎ　 － Ｎ　 ０]
Ξ１ ＝ Ｚ１Ａ ＋ ＡＴＺＴ

１ ＋ Ｔ１ ＋ Ｔ２ － Ｍ１

Ξ３ ＝ － Ｚ３ － ＺＴ
３ ＋ η２

ｍＭ１ ＋ (ηＭ － ηｍ)Ｍ２

Ω３１ ＝ [Ｑ　 ε１ＱＴ
Ｌ 　 Ｑ　 ε２ＱＴ

Ｌ 　 Ｑ　 ε３ＱＴ
Ｌ] Ｔ

Ω３３ ＝ ｄｉａｇ － ε１

δ２ｆ Ｉ
－ ε１ Ｉ　 － ε２ Ｉ　

－ ε２

δ２ｇＩ
－ ε３

δ２ｆ Ｉ
－ ε３

δ２ｇＩ
{ }

Ξ^４ ＝ Ｚ２Ａ ＋ ＫＴＢＴＺＴ
１

Ξ^５ ＝ Ｐ － ＺＴ
１ ＋ Ｚ３Ａ

ＱＴ ＝ [ＢＴＺＴ
１ 　 ０　 ＢＴＺＴ

２ 　 ０　 ＢＴＺＴ
３]

ＱＬ ＝ [０　 ０　 Ｋ　 ０　 ０]
证明:将定理 １ 中的 Ω 作如下形式改写:
　 Ω ＝ Ω１１ ＋ ＱΔｆＱＬ ＋ ＱＴ

ＬΔｆＱＴ ＋ ＱΚＱｇ ＋ ＱＴ
ｇΚＴＱＴ ＋

ＱΔｆΚＱｇ ＋ ＱＴ
ｇΚＴΔｆＱＴ (２９)

应用引理３可知ꎬ存在 εｋ(ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ３) 使得下列不

等式成立:
　 Ω ≤ Ω１１ ＋ ε１ＱＴ

ＬＱＬ ＋ ε －１
１ ＱΔ２

ｆ ＱＴ ＋ ε －１
２ ＱＱＴ ＋

ε２ＱＴ
ＬΔ２

ｆ ＱＬ ＋ ε －１
３ ＱΔ２

ｆ ＱＴ ＋ ε３ＱＴ
ＬΔ２

ｇＱＬ (３０)
其中:Δ２

ｆ ≤ δ２ｆ ＩꎬΔ２
ｇ ≤ δ２ｇＩꎮ利用 Ｓｃｈｕｒ补引理ꎬ结合

式(１９ꎬ２０ꎬ２７ꎬ２８) 可知ꎬ若式(２５ ~ ２６) 恒成立ꎬ则闭

环控制系统(１８) 是渐近稳定的ꎮ

３　 控制器设计

根据定理１ 和定理２ꎬ设计状态反馈控制器使得闭

环系统(１８) 渐近稳定ꎮ下面给出量化反馈控制器的设

计方法ꎮ
定理 ３:对于给定的标量 ηｍ、ηＭ(０ < ηｍ < ηＭ) 和

两个常数α１ 和α２ꎬ如果存在适当维数的对称正定矩阵
􀭵Ｐ > ０ꎬ􀭵Ｔ ｉ > ０ꎬ􀭿Ｍｉ > ０( ｉ ＝ １ꎬ２) 和普通矩阵 􀭵Ｓꎬ􀭺ＮꎬΘꎬ
Ｆ以及变量 θｊ > ０( ｊ ＝ １ꎬ２ꎬ３) 满足式(３１ꎬ３２)ꎬ则闭环

控制系统(１８) 是渐近稳定的ꎮ
􀭿Ω１１ ＋ 􀭿Ｗ１ ＋ 􀭿ＷＴ

１ ∗ ∗

(ηＭ － ηｍ)
１
２ 􀭵ＳＴ － 􀭿Ｍ２ ∗

􀭿Ω３１ ０ 􀭿Ω３３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
< ０ (２９)

􀭿Ω１１ ＋ 􀭿Ｗ１ ＋ 􀭿ＷＴ
１ ∗ ∗

(ηＭ － ηｍ)
１
２ 􀭺ＮＴ ∗ ∗

􀭿Ω３１ ０ 􀭿Ω３３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
< ０ (３０)

其中:

􀭺Ω１１ ＝

􀭿Ξ１ ∗ ∗ ∗ ∗
􀭿Ｍ１ － 􀭿Ｍ１ － 􀭵Ｔ１ ∗ ∗ ∗
􀭺Ξ４ ０ α１ＢＦ ＋ α１ＦＴＢＴ ∗ ∗
０ ０ ０ － 􀭵Ｔ２ ∗
􀭺Ξ５ ０ α２ＢＦ － α１Θ ０ 􀭺Ξ３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

􀭿Ｗ１ ＝ [０　 􀭵Ｓ　 － 􀭵Ｓ ＋ 􀭺Ｎ　 － 􀭺Ｎ０]
􀭺Ξ１ ＝ ＡΘＴ ＋ ΘＡＴ ＋ 􀭵Ｔ１ ＋ 􀭵Ｔ２ － 􀭿Ｍ１

􀭺Ξ３ ＝ － α２Θ － α２ΘＴ ＋ η２
ｍ
􀭿Ｍ１ ＋ (ηＭ － ηｍ)􀭿Ｍ２

􀭺Ξ４ ＝ α１ＡΘＴ ＋ ＦＴＢＴ

􀭺Ξ５ ＝ 􀭵Ｐ － Θ ＋ α２ＡΘＴ

􀭿Ω３１ ＝ [θ１
􀭺Ｑ􀭺ＱＴ

Ｌ 　 θ２
􀭺Ｑ􀭺ＱＴ

Ｌ 　 θ３
􀭺Ｑ􀭺ＱＴ

Ｌ] Ｔ

􀭿Ω３３ ＝ ｄｉａｇ ＼ － θ１

δ２ｆ Ｉ
－ θ１ Ｉ　 － θ２ Ｉ　

－ θ２

δ２ｇＩ
－ θ３

δ２ｆ Ｉ
－ θ３

δ２ｇＩ
{ }

􀭺ＱＴ ＝ [ＢＴ 　 ０　 α１ＢＴ 　 ０　 α２ＢＴ]
􀭺ＱＴ

Ｌ ＝ [０　 ０　 Ｆ　 ０　 ０]
证明:令 Ｚ１ ＝ Θ－１ꎬＺ２ ＝ α１Θ－１ꎬＺ３ ＝ α２Θ－１ꎬΛ１ ＝

ｄｉａｇ{Ｊ　 Θ　 Ｉ　 Ｉ　 Ｉ　 Ｉ　 Ｉ　 Ｉ}ꎮ并对式(２７) 和式(２８)
两边同时左乘右乘 Λ１ 和它的转置 ΛＴ

１ꎬ即可得到一个

新的矩阵式ꎬ再定义 􀭵Ｐ ＝ ΘＰΘＴꎬ􀭵Ｔ ｉ ＝ ΘＴ ｉΘＴꎬ􀭿Ｍｉ ＝
ΘＭｉΘＴ( ｉ ＝ １ꎬ２)ꎬＪ ＝ ｄｉａｇ{Θ　 Θ　 Θ　 Θ　 Θ}ꎬ􀭵Ｓ ＝
ＪＳΘＴꎬ􀭺Ｎ ＝ ＪＮΘＴ 和 θｋ ＝ ε－１

ｋ (ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ３)ꎬ 并根据

Ｓｃｈｕｒ 补引理ꎬ即可得到式引式(３２)ꎬ且控制器状态反

馈增益为 Ｋ ＝ ＦΘ－Ｔꎮ
证毕ꎮ
注释 ２:从定理 ３ 中可以看出线性矩阵不等式

(２９ ~ ３０) 的可行性解不仅与网络诱导时延的上下

界 ηＭꎬηｍ 有关ꎬ还与两个量化器的量化参数 δ ｆꎬδｇ 有

关ꎬ根据式(１１) 可知ꎬ两个量化器的量化密度 ρ ｆꎬρｇ

的大小直接影响线性矩阵不等式(３１ ~ ３２) 的求解ꎮ

４　 数值仿真示例

例 １:考虑如下线性系统:

ｘ̇( ｔ) ＝ － ２ ０
１ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ｘ( ｔ) ＋ ０

０. ６
æ

è
ç

ö

ø
÷ｕ( ｔ)

同时选取两个量化器为对数量化器ꎬ并选择适当

的量化密度ꎬ根据定理 ３ꎬ取常数 α１ ＝ ９. ６ꎬα２ ＝ ８. ０ꎬ
对应有不同的量化密度 ρｆ 和 ρｇꎮ

在不同的量化密度下ꎬ 系统的相关参数如表 １
所示ꎮ

表 １　 不同量化密度下系统的相关参数比较

ρｆ ＝ ρｇ ηＭ ＫＴ

１. ０ ０. ６６ [ － ０. ９３ꎬ２. ８６] Ｔ

０. ８ ０. ４８ [ － １. １４ꎬ － ３. ２６] Ｔ

０. ６ ０. ２３ [ － １. ７１ꎬ － ５. ０６] Ｔ
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　 　 从表 １ 中可以看出:随着两个量化器的量化密度

不断增大ꎬ网络诱导时延的上界也在增大ꎬ保证系统稳

定的参数变化范围变大ꎬ系统的控制性能变好ꎮ对于给

定系统的初始状态即 Ψ( ｔ) ＝ [ － １. ５ ２] Ｔ 得到系统

的反馈增益 Ｋꎬ取量化器密度 ρｆ ＝ ρｇ ＝ ０. ６ꎬ０. ８ꎬ１. ０
这 ３ 种情况分别进行仿真ꎮ

３ 种量化密度下系统的状态响应如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 ３ 种量化密度下系统的状态响应

从图 ３ 可以看出:(１) 通过量化反馈控制器可以

使系统渐近稳定ꎻ(２) 随着量化器的量化密度增大ꎬ量
化器对信号的采样和量化越精细ꎬ对系统的信息了解

越多ꎬ系统到达稳定状态的时间变短ꎬ则系统的控制性

能变好ꎮ

５　 结束语

本研究运用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论提出了一种基

于时变时延依赖的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ￣Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函ꎬ并得到

了以两个线性矩阵不等式(ＬＭＩｓ) 表示的稳定性判据ꎻ
在不考虑外部干扰的情况下ꎬ设计了量化状态反馈控

制器使得系统渐近稳定ꎬ并且得到系统的控制性能与

量化器的量化密度 ρｆ 和 ρｇ 密切相关ꎻ最后给出的数值

仿真示例验证了所提方法的有效性ꎮ
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