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摘要:针对实际运动控制对机构运动学分析及性能分析的依赖性问题ꎬ将并联机构运动分析方法应用到了新型并联机构 ２ＵＲＲ￣
２ＲＲＵ 中ꎮ 首先运用了螺旋理论对机构自由度进行分析ꎬ采用矢量法对机构进行了位置分析ꎬ通过位置反解求解了相应的雅可比矩

阵ꎬ并对机构进行了奇异性分析ꎬ再利用 Ｍａｔｌａｂ 空间数值搜索法对该并联机构进行了工作空间分析ꎬ最后采用 ＬＴＩ 性能指标对该机

构的力 /运动传递性能进行了分析ꎮ 研究结果表明:该 ３ 自由度并联机构位置正解解析解难以求解ꎬ且该机构只存在反解奇异ꎬ其
工作空间在 Ｙ 轴方向上的大小由机构末端尺寸决定ꎻ性能分析结果显示ꎬ该机构具有良好的力 /运动传递性能ꎬ可为 ２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 并

联机构优化提供理论基础ꎮ
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０　 引　 言

与串联机器人相比ꎬ并联机器人具有精度高、刚度

大、误差小以及承载能力强等优势ꎮ 与 ６ 自由度并联

机器人相比ꎬ少自由度并联机器人在系统设计制造、控

制、维护等方面能够有效地降低成本ꎬ因而ꎬ越来越受

到国际社会的广泛关注ꎮ 但是常规并联机构存在难以

克服的缺点ꎬ例如:位置正解困难、工作空间小、运动控

制精度不高等ꎮ
冗余并联机构能够在不减弱非冗余并联机构优点



的基础上克服一些非冗余并联机构无法克服的缺点ꎮ
冗余的存在能减少并联机构奇异位型[１￣５]ꎬ扩大工作空

间[６￣８]ꎬ提高机构的整体刚度[９￣１１]ꎮ ＭＥＲＬＥＴ[１２￣１３] 指出

冗余的存在对运动学正解、奇异的规避、系统的控制以

及运动学标定等都具有一定的提高ꎮ
与常规并联机构的研究相比ꎬ对冗余驱动并联机

构系统的研究则比较少ꎮ 冗余在并联机构中分为两

类[１４￣１６]:驱动冗余和运动冗余[１７]ꎮ 运动冗余是通过添

加额外的驱动关节增加运动的自由度[１８]ꎻ而驱动冗余

的引入只是增加了驱动关节ꎬ不会影响机构的自由度ꎮ
现有驱动冗余并联机构的实现方式主要有 ３ 种:在非

冗余并联机构的某些支链的被动关节处添加主动驱

动ꎻ在非冗余并联机构上添加具有主动驱动的运动学

支链ꎻ既驱动已有支链的被动关节ꎬ又添加带驱动的运

动学支链ꎮ
基于雅克比矩阵的局部条件指标( ｌｏｃａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

ｉｎｄｅｘꎬＬＣＩ)由 ＧＯＳＳＥＬＩＮ 和 ＡＮＧＥＬＥＳ[１９]首次提出ꎬ用
于并联机构运动学优化设计ꎮ 之后ꎬ刘辛军[２０] 首次提

出了适用于并联机构的基于螺旋理论的 ＬＴＩꎬ可以描

述并联机构力 /运动传递效率ꎬ具有与坐标系选取、量
纲无关等特性ꎬ已被成功用于并联机构性能的分析和

优化设计ꎮ
本研究将以 ２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 为研究对象ꎬ首先运用

螺旋理论以及修正的 Ｇ￣Ｋ 公式对该机构自由度进行

分析ꎻ接着通过并联机构的空间位姿关系建立机构位

置正反解关系式ꎬ并通过该关系式推导得到 ２ＵＲＲ￣
２ＲＲＵ 机构的雅克比矩阵ꎬ利用雅克比矩阵对机构进

行奇异分析[２１￣２６]ꎻ然后结合该机构杆长条件、干涉现

象以及运动副条件限制ꎬ绘制出冗余并联机构 ２ＵＲＲ￣
２ＲＲＵ 的工作空间ꎻ最后探索 ２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 机构传递性

能情况ꎬ利用 ＬＩＵ[２７￣２８] 提出的性能指标对该机构进行

力 /运动传递性能的分析ꎬ以得出 ＬＴＩ 性能图谱ꎮ

１　 机构简介及坐标系建立

２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 并联机构如图 １ 所示ꎮ

图 １　 ２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 并联机构示意图

２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 并联机构整个机构由定平台、动
平台与 ４ 条分支运动链构成ꎮ 整个机构对称分布ꎬ
分支 １、２ 为两条相同支链ꎬ通过两个转动副(Ｒ)与

一个万向铰(Ｕ)顺次链接定平台与动平台ꎬ构成了

ＵＲＲ 分支ꎻ分支 ３、４ 为两条相同支链ꎬ通过 Ｕ 铰与

两个 Ｒ 副顺次连接定平台和动平台ꎬ构成了 ＲＲＵ
分支ꎮ 整个机构的驱动部件是 ４ 个分支上中间的

转动副(Ｒ) ꎮ
２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 并联机构坐标系如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 ２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 并联机构坐标系图

令 Ａ１Ｂ１ 为分支 １ꎬＡ２Ｂ２ 为分支 ２ꎬＡ３Ｂ３ 为分支 ３ꎬ
Ａ４Ｂ４ 为分支 ４ꎮ其中:Ａ ｉ( ｉ ＝ １ꎬ２)— 分支 １、２ 与动平

台相连接的转动副中心点ꎻＡ ｉ( ｉ ＝ ３ꎬ４)— 分支 ３、４
与动平台相连接的 Ｕ 铰中心点ꎻＢ ｉ( ｉ ＝ １ꎬ２)— 分支

１、２与定平台相连接的Ｕ铰中心点ꎻＢ ｉ( ｉ ＝ ３ꎬ４)—分

支 ３、４ 与动平台相连接的转动副中心点ꎮ本研究在机

架上建立定坐标系 Ｏ￣ＸＹＺꎬ原点 Ｏ 位于 Ｂ１Ｂ２ 连线中

点ꎬ为简化运动学模型ꎬ定义 Ｘ 轴与 ＯＢ４ 重合ꎬＹ轴与

ＯＢ２ 重合ꎬＺ 轴垂直向下ꎮ动坐标系 ｏ － ｕｖｗ 建立于动

平台上ꎬｏ 点位于 Ａ１Ａ２ 连线中点ꎬｕ 轴与 ｏＡ４ 重合ꎬｖ轴
与 ｏＡ２ 重合ꎬｗ轴竖直向下ꎮ四边形 Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４、Ｂ１Ｂ２Ｂ３Ｂ４

为正方形ꎬ即 ｏＡ１ ＝ ｏＡ２ ＝ ｏＡ３ ＝ ｏＡ４、ＯＢ１ ＝ ＯＢ２ ＝
ＯＢ３ ＝ ＯＢ４ꎮ

２　 ２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 并联机构自由度分析

本研究运用螺旋理论对 ２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 并联机构的

各分支约束进行分析ꎬ建立在分支 １ 上的分支坐标系

Ｂ１ － ｘ１ｙ１ ｚ１ 如图 ３ 所示ꎮ
分支 １ 的运动螺旋系为:

＄ １１ ＝ (１ꎬ０ꎬ０ꎻ０ꎬ０ꎬ０)
＄ １２ ＝ (０ꎬ１ꎬ０ꎻ０ꎬ０ꎬ０)
＄ １３ ＝ (１ꎬ０ꎬ０ꎻ０ꎬａ１３ꎬｂ１３)
＄ １４ ＝ (１ꎬ０ꎬ０ꎻ０ꎬａ１４ꎬｂ１４)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１)
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图 ３　 分支 １ 运动螺旋及反螺旋

由约束螺旋与运动螺旋互易积为零ꎬ得到分支 １
的约束螺旋为:

＄ ｒ
１１ ＝ (０ꎬ０ꎬ０ꎻ０ꎬ０ꎬ１)

＄ ｒ
１２ ＝ (１ꎬ０ꎬ０ꎻ０ꎬ０ꎬ０)

{ (２)

式中: ＄ ｒ
１１— 垂直于定平台的一个力偶ꎻ ＄ ｒ

１２— 通过 Ｕ
副中心 Ｂ１ 且与其中一个转动副轴线平行的一个力

线矢ꎮ
由于分支 １、２ 完全相同且关于定平台上 Ｘ 轴对称

分布ꎬ分支 ２ 的约束螺旋与 １ 相同ꎬ即:
＄ ｒ

２１ ＝ (０ꎬ０ꎬ０ꎻ０ꎬ０ꎬ１)

＄ ｒ
２２ ＝ (１ꎬ０ꎬ０ꎻ０ꎬ０ꎬ０)

{ (３)

同理ꎬ可以求出分支 ３、４ 的约束螺旋为:
＄ ｒ

３１ ＝ (０ꎬ０ꎬ０ꎻ０ꎬ０ꎬ１)

＄ ｒ
３２ ＝ (０ꎬ１ꎬ０ꎻ０ꎬ０ꎬ０)

{ (４)

＄ ｒ
４１ ＝ (０ꎬ０ꎬ０ꎻ０ꎬ０ꎬ１)

＄ ｒ
４２ ＝ (０ꎬ１ꎬ０ꎻ０ꎬ０ꎬ０)

{ (５)

由上述 ４ 条分支施加于动平台的 ４ 个约束力偶

方向相同ꎬ故整个机构存在一个公共约束ꎬ即 λ ＝
１ꎮ机构的阶数为 ６ － λ ＝ ５ꎮ又因为过 Ａ３、Ａ４ 以及

Ｂ１、Ｂ２ 的两个力线矢是平行的ꎬ等效于一个平行于

原方向的力线矢和一个垂直于定平台的力偶ꎬ在去

除一个公共约束的因素后ꎬ分支 １、２ 以及分支 ３、４
还分别产生了一个力偶ꎬ故存在两个并联冗余约

束ꎬ即 υ ＝ ２ꎮ
根据一般机构的通用自由度修正 Ｇ － Ｋ 公式:

Ｍ ＝ ｄ(ｎ － ｇ － １) ＋ ∑
ｇ

ｉ ＝ １
ｆｉ ＋ υ (６)

式中:Ｍ— 机构的自由度ꎻｄ— 机构阶数ꎻｎ— 总的构件

数(包括机架)ꎻｇ— 总的运动副数ꎻｆｉ— 第 ｉ 个运动副

的自由度ꎻυ— 并联机构冗余约束ꎮ
代入上式得:
Ｍ ＝ ５ × (１０ － １２ － １) ＋ ４ × ４ ＋ ２ ＝ ３ (７)

　 　 即:２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ并联机构在该位型下具有３个自

由度ꎬ分别是两个转动和一个移动ꎮ 一条转动轴为

Ｂ１Ｂ２ꎬ一条转动轴为 ｏＡ３ꎬ移动方向为 Ｏｏ 方向ꎮ
由此可知ꎬ 动平台到定平台的旋转矩阵可以化

简为:
ＲＢ

Ａ ＝ ＲＹｕ(βꎬγ) ＝ ＲＹ(β)Ｒｕ(γ) ＝
ｃβ ｓβｓγ ｓβｃγ
０ ｃγ － ｓγ

－ ｓβ ｃβｓγ ｃβｃγ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(８)

３　 ２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 并联机构位置分析

３. １　 位置反解

机构位置反解是指已知动平台位置和姿态 β、γ、
ｚ０ꎬ求解驱动参数 θ１３、θ２３、θ３２、θ４２ 的问题ꎮ各分支坐标

系以及输入参数如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 各分支坐标系以及输入参数

由图 ４ 可以看出各分支待求参数ꎬ其中分支坐标系

建立原则为 ｘ１、ｘ２ 轴线方向与万向铰中的一个转动副轴

线重合ꎬｙ１、ｙ２ 轴与 Ｂ１Ｂ２ 轴重合ꎮ令 Ｐ ＝ [ｘ０ 　 ｙ０ 　 ｚ０]Ｔ

表示动坐标系的原点 ｏ 在固定坐标系中的位置矢量ꎮ
机构相关尺寸定义如下:ｏＡ１ ＝ ｏＡ２ ＝ ｏＡ３ ＝ ｏＡ４ ＝ ｅ１ꎻ
ＯＢ１ ＝ ＯＢ２ ＝ ＯＢ３ ＝ ＯＢ４ ＝ ｅ２ꎮ 各分支中两两运动副

之间的杆长 ｌꎬ计算过程中动平台上点 Ａ１、Ａ２、Ａ３、Ａ４ 分

别用向量 ｂ１、ｂ２、ｂ３、ｂ４ 来表示ꎬ则 ｂ１、ｂ２、ｂ３、ｂ４ 在动坐标

系下的坐标为:
ｂＡ

１ ＝ [０ － ｅ１ ０] Ｔ

ｂＡ
２ ＝ [０ ｅ１ ０] Ｔ

ｂＡ
３ ＝ [ － ｅ１ ０ ０] Ｔ

ｂＡ
４ ＝ [ｅ１ ０ ０] Ｔ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(９)

利用旋转矩阵以及位置矢量 Ｐ 可得到 ｂ１、ｂ２、ｂ３、
ｂ４ 在固定坐标系下的坐标为:
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ｂ１ ＝ ＲＢ
ＡｂＡ

１ ＋ Ｐ

ｂ２ ＝ ＲＢ
ＡｂＡ

２ ＋ Ｐ

ｂ３ ＝ ＲＢ
ＡｂＡ

３ ＋ Ｐ

ｂ４ ＝ ＲＢ
ＡｂＡ

４ ＋ Ｐ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１０)

通过对机构的分析ꎬ向量 ｂ１、ｂ２、ｂ３、ｂ４ 在固定坐标

系下面的坐标可以通过另外一种方法求解出来ꎬ即利

用分支坐标系求解ꎮ从图４ 上可以看出ꎬ分支坐标系１、
２ 分别绕固定坐标系的 Ｙ轴转动 θ１１ 和 θ２１ 角度ꎬ分支坐

标系 ３、４ 的 ３ 个轴线方向与固定坐标系 ３ 个轴向方向

相同ꎬ可以得到分支 １、２、３、４ 坐标系向固定坐标系的

旋转矩阵为:

Ｒ１ ＝
ｃθ１１ ０ － ｓθ１１

０ １ ０
ｓθ１１ ０ ｃθ１１

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１１)

Ｒ２ ＝
ｃθ２１ ０ － ｓθ２１

０ １ ０
ｓθ２１ ０ ｃθ２１

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１２)

Ｒ３ ＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１３)

Ｒ４ ＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１４)

分支坐标系 １、２、３、４ 的原点在固定坐标系上的位

置矢量分别为:
ｐ１ ＝ [０ － ｅ２ ０] Ｔ

ｐ２ ＝ [０ ｅ２ ０] Ｔ

ｐ３ ＝ [ － ｅ２ ０ ０] Ｔ

ｐ４ ＝ [ｅ２ ０ ０] Ｔ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(１５)

向量 ｂ１、ｂ２、ｂ３、ｂ４ 在分支坐标系 １、２、３、４ 下面的

坐标分别为:
ｂ１

１ ＝ [０ ｌｃθ１２ ＋ ｌｃθ１３ ｌｓθ１２ ＋ ｌｓθ１３] Ｔ

ｂ２
２ ＝ [０ ｌｃθ２２ ＋ ｌｃθ２３ ｌｓθ２２ ＋ ｌｓθ２３] Ｔ

ｂ３
３ ＝ [ ｌｃθ３１ ＋ ｌｃθ３２ ０ ｌｓθ３１ ＋ ｌｓθ３２] Ｔ

ｂ４
４ ＝ [ ｌｃθ４１ － ｌｃθ４２ ０ ｌｓθ４１ ＋ ｌｓθ４２] Ｔ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(１６)

通过上面的坐标转换可以得到 ｂ１、ｂ２、ｂ３、ｂ４ 在固

定坐标系下面的坐标为:
ｂ１ ＝ Ｒ１ｂ１

１ ＋ ｐ１

ｂ２ ＝ Ｒ２ｂ２
２ ＋ ｐ２

ｂ３ ＝ Ｒ３ｂ３
３ ＋ ｐ３

ｂ４ ＝ Ｒ４ｂ４
４ ＋ ｐ４

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１７)

公式(１０) 与式(１７) 都表示同一点的位置矢量ꎬ
得到以下等式:

ｓθ１１( ｌｓθ１２ ＋ ｌｓθ１３) ＝ ｅ１ ｓβｓγ － ｘ０

ｌｃθ１２ ＋ ｌｃθ１３ ＝ ｅ２ － ｅ１ｃγ
ｃθ１１( ｌｓθ１２ ＋ ｌｓθ１３) ＝ － ｅ１ｃβｓγ ＋ ｚ０
ｓθ２１( ｌｓθ２２ ＋ ｌｓθ２３) ＝ － ｅ１ ｓβｓγ － ｘ０

ｌｃθ２２ ＋ ｌｃθ２３ ＝ － ｅ２ ＋ ｅ１ｃγ
ｃθ２１( ｌｓθ２２ ＋ ｌｓθ２３) ＝ ｅ１ｃβｓγ ＋ ｚ０
ｌｃθ３１ ＋ ｌｃθ３２ ＝ ｅ２ － ｅ１ｃβ ＋ ｘ０

ｌｓθ３１ ＋ ｌｓθ３２ ＝ ｅ１ ｓβ ＋ ｚ０
ｌｃθ４１ － ｌｃθ４２ ＝ ｅ１ｃβ － ｅ２ ＋ ｘ０

ｌｓθ４１ ＋ ｌｓθ４２ ＝ ｚ０ － ｅ１ ｓβ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(１８)

根据上述自由度分析结果以及机构在空间中的几

何关系可以得到:ｙ０ ＝ ０ꎬｘ０ ＝ ｚ０ｔβꎬ即Ｐ ＝ (ｚ０ｔβ　 ０　 ｚ０)ꎬ
其中 ｔ 表示 ｔａｎꎮ因此可将式(１８) 化简为:

ｌｓθ１２ ＋ ｌｓθ１３ ＝ ａ１

ｌｃθ１２ ＋ ｌｃθ１３ ＝ ｃ１
ｌｓθ２２ ＋ ｌｓθ２３ ＝ ａ２

ｌｃθ２２ ＋ ｌｃθ２３ ＝ ｃ２
ｌｃθ３１ ＋ ｌｃθ３２ ＝ ａ３

ｌｓθ３１ ＋ ｌｓθ３２ ＝ ｃ３
ｌｃθ４１ － ｌｃθ４２ ＝ ａ４

ｌｓθ４１ ＋ ｌｓθ４２ ＝ ｃ４

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

(１９)

其中:
ａ１ ＝ ｚ０ ｓｅｃβ － ｅ１ ｓγ
ｃ１ ＝ ｅ２ － ｅ１ｃγ

ａ２ ＝ ｚ０ ｓｅｃβ ＋ ｅ１ ｓγ
ｃ２ ＝ － ｅ２ ＋ ｅ１ｃγ

ａ３ ＝ ｅ２ － ｅ１ｃβ ＋ ｚ０ ｔａｎβ
ｃ３ ＝ ｅ１ ｓβ ＋ ｚ０

ａ４ ＝ ｅ１ｃβ － ｅ２ ＋ ｘ０

ｃ４ ＝ ｚ０ － ｅ１ ｓβ
利用Ｍａｔｌａｂ符号工具箱对式(１９) 求解ꎬ可得机构

的位置反解为:

θ１３ ＝ ２ａｔａｎ
２ｌａ１ － (ａ２

１ ＋ ｃ２１)(４ｌ２ － ａ２
１ － ｃ２１)

ａ２
１ ＋ ｃ２１ ＋ ２ｌｃ１

θ２３ ＝ ２ａｔａｎ
２ｌａ２ － (ａ２

２ ＋ ｃ２２)(４ｌ２ － ａ２
２ － ｃ２２)

ａ２
２ ＋ ｃ２２ ＋ ２ｌｃ２

θ３２ ＝ ２ａｔａｎ
２ｌｃ３ － (ａ２

３ ＋ ｃ２３)(４ｌ２ － ａ２
３ － ｃ２３)

ａ２
３ ＋ ｃ２３ ＋ ２ｌａ３

θ４２ ＝ ２ａｔａｎ
２ｌｃ４ － (ａ２

４ ＋ ｃ２４)(４ｌ２ － ａ２
４ － ｃ２４)

ａ２
４ ＋ ｃ２４ ＋ ２ｌａ４

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(２０)
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３. ２　 位置正解

机构的位置正解即为已知机构的 ３ 个输入运动参

数 θ１３、θ２３、θ３２、θ４２ 求解动平台的位置参数 β、γ、ｚ０ꎮ由式

(１９) 可得:
ａ２

１ ＋ ｃ２１ － ２ａ１ ｌｓθ１３ － ２ｃ１ ｌｃθ１３ ＝ ０ (２１)
ａ２

２ ＋ ｃ２２ － ２ａ２ ｌｓθ２３ － ２ｃ２ ｌｃθ２３ ＝ ０ (２２)
ａ２

３ ＋ ｃ２３ － ２ａ３ ｌｃθ３２ － ２ｃ３ ｌｓθ３２ ＝ ０ (２３)
ａ２

４ ＋ ｃ２４ － ２ａ４ ｌｃθ４２ － ２ｃ４ ｌｓθ４２ ＝ ０ (２４)
对式(２１ꎬ２３) 平方差后化简得:

ｆ(γ) ＝ ｚ０ ｓｅｃβ ＝
ｕ４ ＋ ｕ５ － ４ｅ１ｅ２ｃγ

４ｅ１ ｓγ ＋ ２ｌ( ｓθ１３ － ｓθ２３)
(２５)

其中:ｕ４ ＝ ２ｌｅ１ ｓγ( ｓθ１３ ＋ ｓθ２３)ꎬ
ｕ５ ＝ ２ｌ(ｃθ１３ ＋ ｃθ２３)(ｅ１ｃγ － ｅ２)ꎮ
将 ｆ(γ) 代入式(２１) 中ꎬ消去 ｚ０ ｓｅｃβ:

ｆ１(γ) ＋ ｆ２(γ) ＝ ０ (２６)
其中:ｆ１(γ) ＝ ( ｆ(γ) － ｅ１ ｓγ) ２ － ２ｌｓθ１３( ｆ(γ) －

ｅ１ ｓγ)ꎬｆ２(γ) ＝ (ｅ２ － ｅ１ｃγ) ２ － ２ｌｃθ１３(ｅ２ － ｅ１ｃγ)ꎮ
该方程中只含有未知变量 γꎬ最终化简为关于变

量 γ 的一元八次方程ꎬ对该方程只能求出数值解ꎬ因此

２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ并联机构的位置正解解析解很难求解ꎬ只
能给出数值解ꎮ

３. ３　 数值实例

如上所述ꎬ 任意选取几组输入参数 ( θ１３、θ２３、
θ３２、θ４２) 的数值ꎬ本文可以通过等式(２１ ~ ２４) 求解

出动平台的位置参数( β、γ、ｚ０) 的数值ꎮ为了验证求

解正确性ꎬ本研究选取 ４ 组任意的输入参数ꎬ如表 １
所示ꎮ

表 １　 机构输入参数

输入参数 θ１３ / (°) θ２３ / (°) θ３２ / (°) θ４２ / (°)

１ ２０ １２０ ４０ ３９. ２２
２ ４０ １２０ ５０ ５９. ８９
３ ５０ １３０ ５０ ５５. １５
４ ６５ １２０ ６０ ６８. ９５

　 　 其中:ｌ ＝ ４００ ｍｍꎬｅ１ ＝ ２５０ ｍｍꎬｅ２ ＝ ４００ ｍｍꎮ
根据表 １ 中 ４ 组参数值ꎬ代入到等式(２１ ~ ２４) 中

可以得到并联机构动平台的输出参数ꎬ即位置正解的

数值解ꎬ如表 ２ 所示ꎮ
表 ２　 机构输出参数

输出参数 β / (°) γ / (°) ｚ０ / ｍｍ

１ １２. ４０ ３０. ９９ ６０３. ０２
２ ４. １４ １３. ４１ ６８４. ２８
３ １０. ２８ ０ ８８０. ７４
４ ４. １１ ２. １５ ７５０. ７５

　 　 ４ 组正解构型如图 ５ 所示ꎮ

图 ５　 位置正解构型图

３. ４　 刀具末端坐标

刀具末端点至动坐标系原点的距离为 Ｈꎬ则动平

台上刀具端点在动坐标系下的位置坐标为:ｄ ＝
[０ ０ Ｈ] Ｔꎮ因此ꎬ动平台上刀具端点在固定坐标系

下面的位置矢量为:

Ｄ ＝ Ｐ ＋ ＲＢ
Ａｄ ＝

Ｈｓβｃγ ＋ ｚ０ ｔβ
－ Ｈｓγ
Ｈｃβｓγ ＋ ｚ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(２７)

可以得到工具末端在定坐标系下坐标为:
ＨＸ ＝ Ｈｓβｃγ ＋ ｚ０ ｔβ
Ｈｙ ＝ － Ｈｓγ
Ｈｚ ＝ Ｈｃβｃγ ＋ ｚ０

ì

î

í

ïï

ïï
(２８)

４　 ２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 并联机构机构速度

分析
　 　 对公式(２１ ~ ２４) 等式两边求全微分可得到:

Ｔ[θ′１３ θ′２３ θ′３２ θ′４２] Ｔ ＝ Ｇ[β′ γ′ ｚ′０] Ｔ

(２９)

Ｔ ＝

Ｔ１１ ０ ０ ０
０ Ｔ２２ ０ ０
０ ０ Ｔ３３ ０
０ ０ ０ Ｔ４４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

Ｇ ＝

Ｇ１１ Ｇ１２ Ｇ１３

Ｇ２１ Ｇ２２ Ｇ２３

Ｇ３１ Ｇ３２ Ｇ３３

Ｇ４１ Ｇ４２ Ｇ４３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
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其中:
Ｔ１１ ＝ ａ１ ｌｃθ１３ － ｃ１ ｌｓθ１３

Ｔ２２ ＝ ａ２ ｌｃθ２３ － ｃ２ ｌｓθ２３

Ｔ３３ ＝ ｃ３ ｌｃθ３２ － ａ３ ｌｓθ３２

Ｔ４４ ＝ ａ４ ｌｓθ４２ ＋ ｃ４ ｌｃθ４２

Ｇ１１ ＝ ｚ０ ｓｅｃβｔβ(ａ１ － ｌｓθ１３)
Ｇ１２ ＝ ｅ１ ｓγ(ｃ１ － ｌｃθ１３) － ｅ１ｃγ(ａ１ － ｌｓθ１３)

Ｇ１３ ＝ ｓｅｃβ(ａ１ － ｌｓθ１３)
Ｇ２１ ＝ ｚ０ ｓｅｃβｔβ(ａ２ － ｌｓθ２３)

Ｇ２２ ＝ ｅ１ｃγ(ａ２ － ｌｓθ２３) － ｅ１ ｓγ(ｃ２ － ｌｃθ２３)
Ｇ２３ ＝ ｓｅｃβ(ａ２ － ｌｓθ２３)

Ｇ３１ ＝ (ｅ１ ｓβ ＋ ｚ０ ｓｅｃβ２)(ａ３ － ｌｃθ３２) ＋ ｅ１ｃβ(ｃ３ －
ｌｓθ３２)Ｇ３２ ＝ ０

Ｇ３３ ＝ ｔβ(ａ３ － ｌｃθ３２) ＋ (ｃ３ － ｌｓθ３２)
Ｇ４１ ＝ ( ｚ０ ｓｅｃβ２ － ｅ１ ｓβ)(ａ４ ＋ ｌｃθ４２) － ｅ１ｃβ(ｃ４ －

ｌｓθ４２)Ｇ４２ ＝ ０
Ｇ４３ ＝ ｔβ(ａ４ ＋ ｌｃθ４２) ＋ (ｃ４ － ｌｓθ４２)

建立 ２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 并联机构的速度方程为:
[θ′１３ θ′２３ θ′３２ θ′４２] Ｔ ＝ Ｔ －１Ｇ[β′ γ′ ｚ′０] Ｔ

(３０)

５　 ２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 并联机构奇异性分析

奇异性是并联机构的固有特性ꎮ通常利用雅克比

矩阵判断并联机构奇异性时ꎬ可以把奇异类型分为 ３
类:反解奇异、正解奇异以及混合奇异ꎮ

(１) 当 ｜ Ｔ ｜ ＝ ０ꎬ ｜ Ｇ ｜ ≠０ 时ꎬ机构处于反解奇异

位形ꎬ也称为边界奇异ꎮ当 Ｔ１１、Ｔ２２、Ｔ３３、Ｔ４４ 中任一个为

零时ꎬ则 ｜ Ｔ ｜ ＝ ０ꎮ
若 Ｔ１１ ＝ ０ 则有 ｌ(ａ１ｃθ１３ － ｃ１ ｓθ１３) ＝ ０ 可以得到:

ｚ０ ＝ ｃβｔθ１３(ｅ２ － ｅ１ｃγ) (３１)
若 Ｔ２２ ＝ ０ 则有 ｌ(ａ２ｃθ２３ － ｃ２ ｓθ２３) ＝ ０ 可以得到:

ｚ０ ＝ ｃβｔθ２３(ｅ１ｃγ － ｅ２) (３２)
若 Ｔ３３ ＝ ０ 则有 ｌ(ｃ３ｃθ３２ － ａ３ ｓθ３２) ＝ ０ 可以得到:

ｚ０ ＝
ｔθ３２(ｅ２ － ｅ１ｃγ) － ｅ１ ｓβ

(１ － ｔβｔθ３２)
(３３)

若 Ｔ４４ ＝ ０ 则有 ｌ(ａ４ ｓθ４２ ＋ ｃ４ｃθ４２) ＝ ０ 可以得到:

ｚ０ ＝
ｅ１ ｓβ ＋ ｔθ４２(ｅ２ － ｅ１ｃβ)

(１ － ｔβｔθ４２)
(３４)

(２) 当 ｜ Ｇ ｜ ＝ ０ꎬ ｜ Ｔ ｜ ≠０ 时ꎬ机构处于正解奇异

位形ꎮ
Ｇ 矩阵中各元素表达式较长ꎬ如果直接对 Ｇ 矩阵

进行行列式符号运算的话运算量较大ꎬ并且找不到规

律ꎬ无法判断 Ｇ 矩阵行列式是否为零ꎮ这种情况下需要

采用数值搜索的方法来对Ｇ矩阵行列式进行判断ꎮ通过

计算ꎬ笔者发现参数在 － ５０° ≤ β ≤５０°、 － ５０° ≤ γ ≤
５０°、２５０ ｍｍ ≤ ｚ０ ≤６５０ ｍｍ 范围内时ꎬＧ 矩阵的行列

式是不为零的ꎬ即不存在正解奇异ꎮ
(３) 当 ｜ Ｇ ｜ ＝ ０ꎬ ｜ Ｔ ｜ ＝ ０ 时ꎬ机构处于混合奇异

位形ꎮ
由前所述 ｜ Ｇ ｜ ＝ ０ 不成立ꎬ所以机构不存在混合

奇异ꎮ
综上所述ꎬ并联机构 ２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 不存在正解奇

异和混合奇异ꎬ只存在反解奇异ꎬ且反解奇异有 ４ 种

情况ꎬ即 Ｔ１１ ＝ ０ 时ꎬ分支 １ 处于奇异位形ꎻＴ２２ ＝ ０ 时ꎬ
分支 ２ 处于奇异位形ꎻＴ３３ ＝ ０ 时ꎬ分支 ３ 处于奇异位

形ꎬＴ４４ ＝ ０ 时ꎬ分支 ４ 处于奇异位形ꎬ机构各分支奇

异位置如图 ６ 所示ꎮ

图 ６　 机构各分支奇异位置

６　 工作空间分析

并联机构的工作空间主要受以下几个条件的

约束:
(１) 并联机构各分支杆件长度限制ꎮ结合本研

究中的 ２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 并联机构的结构特点以及动平

台和 定 平 台 的 结 构 尺 寸 可 以 选 取 杆 长 为 ｌ ＝
４００ ｍｍꎻ

(２) 并联机构杆件之间的相互干涉ꎮ因为该并联

机构只有 ４ 个分支ꎬ并且各分支的驱动关节为转动副ꎬ
使得各分支之间不可能出现交叉情况ꎬ不存在干涉

现象ꎻ
(３) 奇异位形的影响ꎮ考虑到该机构只有反解奇

异ꎬ故只需要使如下等式成立即可:
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ｚ０ ≠ ｃβｔθ１３(ｅ２ － ｅ１ｃγ)
ｚ０ ≠ ｃβｔθ２３(ｅ１ｃγ － ｅ２)

ｚ０ ≠
ｔθ３２(ｅ２ － ｅ１ｃγ) － ｅ１ ｓβ

(１ － ｔβｔθ３２)

ｚ０ ≠
ｅ１ ｓβ ＋ ｔθ４２(ｅ２ － ｅ１ｃβ)

(１ － ｔβｔθ４２)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(３５)

(４) 运动副转角的限制ꎬ运动副转角约束如图 ７
所示ꎮ

图 ７　 运动副转角约束

要满足:

θＴｉ ＝ ａｃｏｓ
ｑｉｎＴｉ

｜ ｑｉ ｜
≤ θＴｉｍａｘ (３６)

式中:θＴｉ— 转动副和万向铰的传动角度ꎻθＴｉｍａｘ— 最大

转角ꎬθＴｉｍａｘ ＝ ５０°ꎮ
综上所述ꎬ本研究给出三维模型基本参数 ｅ１ ＝

２５０ ｍｍ、ｅ２ ＝ ４００ ｍｍ、Ｈ ＝ ５０ ｍｍꎮ动平台 ３ 个参数取

值范围如下:
－ θＴｉｍａｘ ≤ γ ≤ θＴｉｍａｘ

－ θＴｉｍａｘ ≤ β ≤ θＴｉｍａｘ

２ｌｃｏｓθＴｉｍａｘ ≤ ｚ０ ≤ ４ｌ２ － (ｅ２ － ｅ１) ２

ì

î

í

ï
ï

ïï

(３７)

由上述条件ꎬ本研究结合公式(２６) 利用Ｍａｔｌａｂ数

值搜索求解出工作空间ꎬ流程图如图 ８ 所示ꎮ

图 ８　 工作空间计算流程图

得到并联机构的工作空间如图 ９ 所示ꎮ

图 ９　 可达工作空间三维视图

由工作空间图可看出:该机械手在 Ｙ 轴上的空间

大小有刀具长度决定ꎮ

７　 力 / 运动传递性能分析

７. １　 螺旋分析

分支１上的螺旋 ＄ １１、 ＄ １２、 ＄ １３ 以及 ＄ １４ 在固定坐

标系下的表示为:
＄ １１ ＝ (ｃθ１１ꎬ０ꎬｓθ１１ꎻ － ｅ２ ｓθ１１ꎬ０ꎬｅ２ｃθ１１)
＄ １２ ＝ (０ꎬ１ꎬ０ꎻ０ꎬ０ꎬ０)
＄ １３ ＝ (ｃθ１１ꎬ０ꎬｓθ１１ꎻｓθ１１( ｌｃθ１２ － ｅ２)ꎬ
ｌｓθ１２ꎬｃθ１１(ｅ２ － ｌｃθ１２))
＄ １４ ＝ (ｃθ１１ꎬ０ꎬｓθ１１ꎻｓθ１１( ｌｃθ１２ ＋ ｌｃθ１３ － ｅ２)ꎬ
ｌ( ｓθ１２ ＋ ｓθ１３)ꎬ － ｃθ１１( ｌｃθ１２ ＋ ｌｃθ１３ － ｅ２))

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(３８)
根据(３８) 求解其反螺旋ꎬ得分支 １ 的约束螺旋为:

＄ Ｃ１ ＝ (０ꎬ０ꎬ０ꎻ － ｔθ１１ꎬ０ꎬ１)
＄ Ｃ２ ＝ (ｃｔθ１１ꎬ０ꎬ１ꎻ０ꎬ０ꎬ０)

{ (３９)

由于并联机构的驱动关节为分支中间的 Ｒ 副ꎬ得
到: ＄ １３ ＝ ＄ Ｉ１ꎮ此处对[ ＄ １１ꎬ ＄ １２ꎬ ＄ １４] 求解力反螺

旋ꎬ可得分支传递螺旋 ＴＷＳ 为:
＄ Ｔ１ ＝ ( － ａｓθ１１ꎬｂꎬａｃθ１１ꎻ － ａｅ２ｃθ１１ꎬ０ꎬ － ａｅ２ ｓθ１１)

(４０)
同理得到分支 ２、３、４ 的约束螺旋 ＄ Ｃ３、 ＄ Ｃ４、 ＄ Ｃ５、

＄ Ｃ６、 ＄ Ｃ７、 ＄ Ｃ８ 以及传递力螺旋 ＄ Ｔ２、 ＄ Ｔ３、 ＄ Ｔ４:
＄ Ｃ３ ＝ (０ꎬ０ꎬ０ꎻ － ｔθ２１ꎬ０ꎬ１)
＄ Ｃ４ ＝ (ｃｔθ２１ꎬ０ꎬ１ꎻ０ꎬ０ꎬ０)
＄ Ｃ５ ＝ (０ꎬ０ꎬ０ꎻ － ｔβꎬ０ꎬ１)
＄ Ｃ６ ＝ (０ꎬ１ꎬ０ꎻｓｓꎬ０ꎬ０)
＄ Ｃ７ ＝ (０ꎬ０ꎬ０ꎻ － ｔθ２１ꎬ０ꎬ１)
＄ Ｃ８ ＝ (０ꎬ１ꎬ０ꎻｓｓｓꎬ０ꎬ０)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(４１)
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＄ Ｔ２ ＝ ( － ｆｓθ２１ꎬｇꎬｆｃθ２１ꎻ
ｆｅ２ｃθ２１ꎬ０ꎬｆｅ２ ｓθ２１)
＄ Ｔ３ ＝ ( ｚꎬ０ꎬｖꎻ０ꎬｅ２ｖꎬ０)
＄ Ｔ４ ＝ (ｗꎬ０ꎬｍꎻ０ꎬ － ｅ２ｍꎬ０)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(４２)

其中:
ａ ＝ ｌ( ｓθ１２ ＋ ｓθ１３)ꎬ
ｂ ＝ ｌ(ｃθ１２ ＋ ｃθ１３)ꎬ
ｆ ＝ ｌ( ｓθ２２ ＋ ｓθ２３)ꎬ
ｇ ＝ ｌ(ｃθ２２ ＋ ｃθ２３)ꎬ

ｓｓ ＝ ｔθ１１( ｌｃθ３１ ＋ ｌｃθ３２ － ｅ２) － ｌ( ｓθ３１ ＋ ｓθ３２) ｓｓｓ ＝
ｔθ１１( ｌｃθ４１ － ｌｃθ４２ ＋ ｅ２) － ｌ( ｓθ４１ ＋ ｓθ４２)ꎬ

ｚ ＝ ｌ(ｃθ３１ ＋ ｃθ３２)ꎬ
ｖ ＝ ｌ( ｓθ３１ ＋ ｓθ３２)ꎮ

锁住任意２ 个分支驱动副ꎬ共有 Ｃ２
４ ＝ ６ 种取法ꎬ此

时剩余２个分支仍提供驱动ꎬ其中可选取任意１个分支

为冗余驱动分支ꎬ那么在无约束奇异的前提下ꎬ机构自

由度数为降为 １ꎮ
机构分支锁定组合如表 ３ 所示ꎮ

表 ３　 机构分支锁定组合

被锁分支 驱动分支 ５ 维约束力螺旋系

１ꎬ２ ３ꎬ４ １Ｈ ＝ [ ＄ Ｔ１ꎬ ＄ Ｔ２ꎬ ＄ Ｃ１ꎬ ＄ Ｃ２ꎬ ＄ Ｃ３]
１ꎬ３ ２ꎬ４ ２Ｈ ＝ [ ＄ Ｔ１ꎬ ＄ Ｔ３ꎬ ＄ Ｃ１ꎬ ＄ Ｃ２ꎬ ＄ Ｃ３]
１ꎬ４ ２ꎬ３ ３Ｈ ＝ [ ＄ Ｔ１ꎬ ＄ Ｔ４ꎬ ＄ Ｃ１ꎬ ＄ Ｃ２ꎬ ＄ Ｃ３]
２ꎬ３ １ꎬ４ ４Ｈ ＝ [ ＄ Ｔ２ꎬ ＄ Ｔ３ꎬ ＄ Ｃ１ꎬ ＄ Ｃ２ꎬ ＄ Ｃ３]
２ꎬ４ １ꎬ３ ５Ｈ ＝ [ ＄ Ｔ２ꎬ ＄ Ｔ４ꎬ ＄ Ｃ１ꎬ ＄ Ｃ２ꎬ ＄ Ｃ３]
３ꎬ４ １ꎬ２ ６Ｈ ＝ [ ＄ Ｔ３ꎬ ＄ Ｔ４ꎬ ＄ Ｃ１ꎬ ＄ Ｃ２ꎬ ＄ Ｃ３]

　 　 对其求反螺旋ꎬ 可得动平台输出运动螺旋

＄ Ｏｉ( ｉ ＝ １ ~ ６)ꎮ
７. ２　 局部传递指标

机构力 / 运动传递可分为输入传递以及输出传递

两部分ꎮ输入传递性能可以反应能量从输入端至分支

的效率ꎬ输出性能反应能量从分支到输出端的效率ꎮ输
入输出传递性能的求解表达式分别为:

λ ｉ ＝
｜ ＄ Ｉｉ° ＄ Ｔｉ ｜

｜ ＄ Ｉｉ° ＄ Ｔｉ ｜ ｍａｘ
(４３)

ηｉ ＝
｜ ＄ Ｏｉ° ＄ Ｔｉ ｜

｜ ＄ Ｏｉ° ＄ Ｔｉ ｜ ｍａｘ
(４４)

式中:λ ｉ—第 ｉ个分支关于 ＄ Ｉｉ 与 ＄ Ｔｉ 的功率系数ꎬｉ ＝
１ ~ ６ꎻηｉ—第 ｉ个分支关于 ＄ Ｏｉ 与 ＄ Ｔｉ 的功率系数ꎬｉ ＝
１ ~ ６ꎮ

显然当功率系数值接近于 １ 时ꎬ力 / 运动传递性

能越好ꎻ功率系数值接近于 ０ 的时ꎬ力 / 运动传递性能

很差ꎮ因此定义总体性能指标为 γ ＝ ｍｉｎ{λ ｉꎬηｉ}ꎮ
根据 ７. １ 节所求的输入输出螺旋以及传递螺旋ꎬ

且机构角度参数 β、γ 与工作空间中参数一致ꎬｚ０ ＝
３００ ｍｍꎮ将螺旋代入到等式(４３ － ４４) 中求解ꎬ绘制

力 / 运动传递性能图ꎬＬＴＩ 性能图谱如图 １０ 所示ꎮ

图 １０　 ＬＴＩ 性能图谱

从图 １０ 可以看出:并联机构 ２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 的功率

系数值大于 ０. ７ 的区域中角度参数 β、γ 取值范围大ꎬ
表明该机构的力 / 运动传递性能良好ꎮ

８　 结束语

本研究分析了一种新型两转一移冗余驱动并联机

构 ２ＵＲＲ￣２ＲＲＵꎬ首先运用螺旋理论对机构自由度进行

了分析ꎬ并得到了该并联机构动平台转定平台旋转矩

阵ꎬ依次建立了各分支坐标系并进行位置分析ꎬ得到了

该机构运动学反解解析解及正解数值解ꎮ 根据反解解

析解推导出该机构雅克比矩阵ꎬ利用雅克比矩阵对

２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 进行了奇异分析ꎮ
结果显示:该机构只存在反解奇异ꎬ不存在正解奇

异以及混合奇异ꎮ 综合该机构杆长、干涉、奇异位型、
运动副转角等约束条件ꎬ求解出该机构工作空间ꎮ 通

过对 ２ＵＲＲ￣２ＲＲＵ 机构的 ＬＴＩ 性能指标计算发现ꎬ该
机构的力 /运动传递性能优越区域大ꎬ很好地说明了该

机构力 /运动传递性能佳ꎮ
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